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Einleitung

Tennis ist eine beliebte Sportart, die ich auch selbst aktiv im Verein betreibe. Viele As-
pekte des Tennissports lassen sich mit physikalischen GesetzmaBigkeiten in Verbindung
bringen und mit ihnen erkliren. Diese Zusammenhénge haben mich schon seit Lénge-
rem interessiert. Deshalb mochte ich im Rahmen meiner Facharbeit verschiedene Be-
wegungsformen des Tennisballs darstellen und analysieren sowie — auch mit Blick auf
ihre Bedeutung im Tennisspiel - erkléren. Somit ldsst sich diese Facharbeit dem physi-

kalischen Teilgebiet der Mechanik zuordnen.

Ziel beim Tennis ist es, den Tennisball mit dem Schlédger so ins gegnerische Feld zu
schlagen, dass der Gegner ihn nicht mehr regelgerecht zuriickspielen kann. Dabei darf
der Ball direkt in der Luft oder nach einmaligem Auftreffen auf den Boden innerhalb

des Spielfeldes zuriickgeschlagen werden.

Aus physikalischer Sicht geht es beim Tennis um Bewegungen, insbesondere um Ge-
schwindigkeiten, um Krifte und um Energieumwandlungen. Eine wichtige Rolle spie-
len dabei neben der Beschaffenheit von Ball und Schlidger auch der Belag des Platzes

sowie die Technik, mit der der Ball geschlagen wird.
In meiner Facharbeit mochte ich die Frage

Wie konnen physikalische Gesetzmiifligkeiten bei der Ausfiihrung verschiedener

Schlagtechniken im Tennis vorteilhaft genutzt werden?
untersuchen und so weit wie mdglich beantworten.

Dazu werde ich exemplarisch verschiedene Bahnkurven von unterschiedlich geschlage-
nen Tennisbdllen mit Hilfe eines Videoanalyseprogramms auswerten, die relevanten

physikalischen Grundlagen erldutern und fiir die Erkldarung der Ballbewegungen nutzen.

Physikalische Theorie der grundlegenden Ballbewegung beim Tennis

Aus dem Unterricht sind mir zum Beschreiben von mechanischen Bewegungen bereits
der waagerechte Wurf und der senkrechte Wurf bekannt. Da der Tennisball allerdings in
den meisten Fillen schrdg nach oben geschlagen wird, kann weder der waagerechte
noch der senkrechte Wurf allein diese Flugbahn beschreiben. Vielmehr handelt es sich

um eine Kombination der beiden Bewegungen.

Deshalb betrachtet man eine Zerlegung der Anfangsge-

schwindigkeit ¥ in ihre horizontale und ihre vertikale Kom- of y

Vo,z



ponente ¥, und ¥y, In y-Richtung ergibt sich somit unter Beriicksichtigung der be-
schleunigten Bewegung nach unten aufgrund der Erdbeschleunigung g fiir die Ge-
schwindigkeit die Formel 1, = ¥, - sin(a) — g - t . Dabei ist a der Winkel zwischen
Vo, und ¥y . In horizontaler Richtung gilt fiir die Geschwindigkeit demnach die Formel

Uy = Vg - cos(a). Daraus ergeben sich fiir das Zeit-Ort-Gesetz die beiden Formeln
x(t) = Uy - cos(a) - tund y(t) =y, + Uy - sin(a) - t — % - g * t2. Um die Flugbahn des
Balls mit Hilfe der Bahngleichung zu beschreiben, muss man jetzt die Gleichung x(t)

nach der Zeit t umformen und das Ergebnis in die Gleichung y(t) einsetzen. Durch Um-

X g . 2

2:v2-(cos(a))?

formen erhélt man t = und somit y(x) = y, + tan(a) - x —

Vg cos(a)

Analyse der Flugbahn eines Tennisballs ohne Spin
Um die Theorie der grundlegenden Ballbewegung beim Tennis zu untersuchen, schlagt
man den Tennisball ohne Spin, also so, dass dieser moglichst wenig um die eigene Ach-

se rotiert.

Fiir das Filmen der Flugbahn eignen sich Schlége, bei denen der Ball im sogenannten T-
Feld auftrifft, besonders gut. Als T-Feld bezeichnet man die beiden vorderen Felder auf
der jeweiligen Seite vom Netz, die auch als Aufschlagfelder genutzt werden. Dort kann
man sich an der Linie, die die beiden Aufschlagfelder in der Mitte teilt, orientieren, da
diese genau 6,4 m lang ist. Um die Bewegung besser analysieren zu konnen, sollte man
die Videosequenzen in Zeitlupe aufnehmen. Dann konnen die einzelnen Positionen des
Balls besser ermittelt werden. In diesem Fall wurden die zu analysierenden Videose-

quenzen um das Achtfache verlangsamt.

Bei dem aufgenommenen Schlag hat sich somit mit Hilfe einer Ausgleichskurve durch
die im Video bestimmten Positionen die Bahnkurve y(x) = —0,12-x%+ 0,62 -x +
0,89 ergeben (siche Anhang Seite 14). Um diese Bahnkurve mit der des schiefen Wur-
fes zu vergleichen, bendtigt man den Winkel a, in dem der Ball geschlagen wurde, die
Hohe yq, in der der Ball geschlagen wurde, sowie die Anfangsgeschwindigkeit 7. Die
Hohe y, entspricht dabei dem y-Achsenabschnitt der durch das Videoanalyseprogramm
Viana.NET angegebenen Bahnkurve. Zur Bestimmung der Anfangsgeschwindigkeit v,
kann man die ebenfalls von dem Videoanalyseprogramm angegebenen Funktionen
x(t) = 0,84t — 11,68 (siche Anhang Seite 15) und y(t) = —0,082-t2+ 2,81 ¢t —
22,39 (siche Anhang Seite 16) verwenden, da die Funktion x(t) die horizontale Positi-
on des Balls in Abhingigkeit von der Zeit angibt und die Funktion y(t) die vertikale
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Position des Balls in Abhéngigkeit von der Zeit angibt. Die jeweiligen Ableitungen der
Funktionen geben also die zeitliche Anderungsrate der Funktionen und damit v, (¢) und
vy, (t) an. Durch Einsetzen der Startzeit, in diesem Falle 14,03 Sekunden, erhélt man
also Vg, und ¥ ,. Da diese beiden Anfangsgeschwindigkeiten den beiden Katheten in

einem rechtwinkligen Dreieck entsprechen (siche Abbildung 1), gilt der Satz des Pytha-

goras und man erhélt fiir ¥, die Formel: vy = ’vg‘x + v§,, , welche in diesem Fall kon-

2 2
kret vy = \/ (672%) +(4,08%) = 7,86 ergibt. Auch der Winkel o lisst sich mit-
hilfe der beiden Anfangsgeschwindigkeiten ¥ , und ¥, ,, bestimmen, da man ihn in dem

Yo,y

rechtwinkligen Dreieck mit der Formel a = arctan( ) berechnen kann. Bei dem

Vo,x

betrachteten Schlag entspricht der Winkel, in dem der Ball geschlagen wurde, also

m

)

4
a = arctan (67 ;Z) = 31,26° . Daraus ergibt sich nach der oben aufgestellten Formel

fur die theoretische Bahnkurve:

m
9,815—2

y(x) = 0,89m + tan(31,26°) - x — -x% . Vergleicht man die tat-

(2-7,86?)2-(cos(31,26°))2
sdchliche Bahnkurve des Schlags, welche durch die Ausgleichskurve des Videoanalyse-
programms dargestellt wird, mit der Bahnkurve, die nach dem schiefen Wurf gelten
miisste, fallt auf, dass der Ball in horizontaler Richtung kiirzer fliegt, als es die theoreti-

sche Bahnkurve vorsieht. (siche Anhang Seite 13)

Beriicksichtigung des Einflusses des Luftwiderstands

Man stellt also bei der Videoanalyse verschiedener Tennisschldge schnell fest, dass die
tatsdchlichen Bahnkurven der meisten Tennisbille nicht mit den theoretisch nach den
GesetzmiBigkeiten des schrigen Wurfs berechneten Verldufen iibereinstimmen. Die
Bille treffen ndmlich in der Regel nach einer kiirzeren in horizontaler Richtung zurtick-

gelegten Wegstrecke auf dem Boden auf.

Einen ersten und naheliegenden Erkldrungsansatz fiir diese Beobachtung kann man in

der Berticksichtigung des Einflusses des Luftwiderstands des Tennisballs suchen.

Die Luft umstromt den Ball im Flug. Aufgrund der Viskositét, anschaulicher kann man
auch von Zihigkeit sprechen, bilden sich hinter dem fliegenden Ball Luftwirbel. Diese
Wirbel erzeugen ihrerseits sogenannte Wirbelschleppen in der Luft hinter dem Ball. Als

Ergebnis dieser Zusammenhinge wird dem fliegenden Ball aufgrund des Luftwider-
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stands Energie entzogen. Somit wird der Ball — gegeniiber der Betrachtung ohne Be-

riicksichtigung des Luftwiderstands — verlangsamt.

Eine sehr detaillierte Analyse von Ballbewegungen nimmt Metin Tolan in seinem im
Jahr 2010 erschienenen Buch ,,So werden wir Weltmeister — Die Physik des FufBlball-
spiels“ [1] vor. Er begriindet, dass der Luftwiderstand fiir einen realen, also mit einer
rauen Oberfliche ausgestatteten, FuBlball in guter Ndherung proportional zum Quadrat

der Geschwindigkeit ansteigt.

Auf dieser Grundlage erscheint die Annahme sinnvoll, auch fiir einen Tennisball, der
ebenfalls eine raue Oberflachenstruktur aufweist, von dieser Abhingigkeit des Luftwi-

derstands von der Geschwindigkeit auszugehen.

Da die Luftwirbel ihre Energie von der des Balls erhalten, wird der Ball dadurch ver-
langsamt. Die Richtung der Luftwiderstandskraft ist der Bewegungsrichtung des Balls

entgegengesetzt.
Die Kraft des Luftwiderstands ldsst sich mit folgender Formel berechnen:
Fy=cy p-A-v?[1,8200]

Der c,, - Wert ist der Widerstandskoeffizient, der von der Form eines Korpers abhéngt

und experimentell bestimmt wird. Fiir einen Tennisball gilt: c,, = 0,4
p: Dichte der Luft (1,2 % bei 20°C) [1, S.200]

A: Flacheninhalt des Querschnitts des Korpers senkrecht zur Bewegungsrichtung

Der Durchmesser des Tennisballs betrdgt 6,7 cm und damit hat er eine

Querschnittsflache von A = 35,26 cm’.
v: Geschwindigkeit des Korpers

Die Masse eines Tennisballs habe ich mithilfe einer Waage ermittelt. Es gilt: m =

57,6 g
Mit k =>c, - p-Agilt: F, = k-v?.

Beim Tennisball erhdlt man fir k den Wert k = 0,5 1,2%- 0,4-0,003526m? =

0,000846 %2,
m
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Zerlegt man die Bewegung des Tennisballs in eine horizontale und eine vertikale Bewe-
gung, so gilt fiir die Bewegung in x-Richtung: F = ma = —kv? (Die Luftwiderstands-
kraft ist die einzige auf den Ball wirkende Kraft in x-Richtung. Da sie entgegen der Be-

wegungsrichtung wirkt, ist sie negativ zu beriicksichtigen.)

Fiir die Bewegung in y-Richtung erhilt man entsprechend: F = ma = —kv? — mg.
Diese Gleichung gilt, bis der Ball den hochsten Punkt erreicht hat. Danach wirkt die
Kraft F = ma = kv? — mg.

Ersetzt man die Beschleunigung a durch die Ableitung der Geschwindigkeit v*(t), so

erhdlt man jeweils eine Differentialgleichung.

Die Losungen dieser Differentialgleichungen fiihren auf folgende Funktionen zur Be-
rechnung des Ortes des Balls zum Zeitpunkt t. Dabei bezeichnet t, den Zeitpunkt, an
dem der Ball den hochsten Punkt, den Umkehrpunkt, erreicht hat und seine Richtung
umkehrt, v, , die Startgeschwindigkeit in x-Richtung und entsprechend v, ,, die Startge-

schwindigkeit in y-Richtung. Der Ursprung des Koordinatensystems liegt hier im Start-

punkt des Balls.
x(t)
P = (1)
O =G
( vo’x - g -t
D2 / ln(1+—v002 ) \
e k ( (g(tu . t))) gtay | firese,
Infcos| —— || —In (cos (—))
Voo Voo
=< Vox gt
i / In (1 + —vooz )
Yoo _29(t-t) irt>t
g gt —t,) 1+e Voo <.g u) / -
— —In cos|—
Voo 2 (%)
\
= ’_g = Vo, Doy
Voo und t,, = p arctan (%) , entnommen aus [2]

Um aus diesen Funktionen die Bahnkurve des Tennisballs unter Beriicksichtigung des
Luftwiderstands zu berechnen, 16st man die x-Koordinate nach der Zeit t auf und ersetzt
in der Funktion fiir den Ort in y-Richtung das t durch den erhaltenen Term. Bei der

Auswertung der Videos zur Bahnbewegung des Tennisballs ist es sinnvoll, die x-Achse
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auf den Hallenboden zu legen. Dadurch ergibt sich eine Starthdhe y,, um die die be-

rechnete Bahnkurve nach oben verschoben werden muss.

2

Ven 2 Vi~ 0t X Vo + 0t gx Vo +a-t v
x =i (142550 o B% = (142580 o oie” = 1 + B o g = 2

Vg 2 2 -UOOZ vooz Vo x'd
gx

Fir t < t, folgt:

Fiir den Tennisball errechnet man: v, = / % = 25,84%

Um jetzt die tatsdchliche Bahnkurve mit der Bahnkurve, die den Luftwiderstand mit
einbezieht, zu vergleichen, muss zundchst der Umkehrpunkt ¢, berechnet werden, da
dieser notwendig ist, um die Funktion fiir die Bahnkurve mit Luftwiderstand zu zeich-

25,840 4,082
S S

nen. Bei dem ausgewihlten Schlag ergibt sich fiir ¢t,, = -tan™? < ) =0,41s .

9,815 25,847
Durch Einsetzen von t,, in die oben genannte Formel ergibt sich also die Bahnkurve mit
Beriicksichtigung des Luftwiderstands. Diese beschreibt die Flugbahn des Balls im Ge-
gensatz zur Bahnkurve des schiefen Wurfes deutlich treffender und weicht nur leicht

von der tatsdchlichen Bahnkurve ab (sieche Anhang Seite 13). Der Luftwiderstand spielt
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bei der Beschreibung der Flugbahn mithilfe einer Funktion fiir die Bahnkurve also eine

entscheidende Rolle.

Analyse der Flugbahn eines Balls mit Spin

Bisher wurde nur die Flugbahn eines Balls analysiert, der ohne Spin geschlagen wird
und sich somit gar nicht beziehungsweise moglichst wenig um die eigene Achse dreht.
Da dies im tatsdchlichen Spiel allerdings nur selten vorkommt, sollte man fiir eine ge-
nauere Bewegungsanalyse zusétzlich auch mit Spin geschlagene Bille betrachten. Bei
dem zu analysierenden Ball handelt es sich um einen Ball, der mit Topspin geschlagen
wurde. Im Falle des Topspins rotiert der Ball mit einem Vorwirtsdrall um die eigene
Achse. Bis auf diesen Unterschied der Rotation des Balles um die eigene Achse bleiben
Versuchsaufbau und Versuchsdurchfiihrung so wie in dem oben beschriebenen Fall der
Analyse eines Balls ohne Spin. Bei der Auswertung dieses Schlags ergibt sich fiir die
reale Bahnkurve eine Ausgleichskurve, die durch die Funktion y(x) = —0,054 - x? +
0,43 -x + 1,14 (siche Anhang Seite 17) beschrieben werden kann. Die Anfangsge-
schwindigkeiten in horizontale und in vertikale Richtung lassen sich, genauso wie bei

dem Schlag ohne Spin, durch die Ableitung der jeweiligen Zeit-Ort-Funktionen zum
Zeitpunkt t, berechnen und ergeben in diesem Fall vy, = 10,16% und vy, = 4,704%
. Daraus ergeben sich analog zum vorherigen Versuch die Anfangsgeschwindigkeit

Vg = 11,1961? sowie der Winkel a = 24,84° und somit fiir den schiefen Wurf die

m
9,815—2 2

Funktion y(x) = 1,14 m + tan(24,84°) - x — -x%. Da diese

2-(11,1961%)2-cos(24,84°)
Funktion genauso wie im oberen Beispiel von der realen Bahnkurve des Balles ab-
weicht, beriicksichtigt man auch hier erneut den Luftwiderstand, um zu {iberpriifen, ob
man die Bahnkurve mithilfe des Luftwiderstands treffender beschreiben kann. Dafiir
geht man analog zum Versuch mit dem Ball ohne Spin vor und berechnet zunéchst ¢t,,,
was bei diesem Schlag einer Zeit von 0,47 Sekunden entspricht. Vergleicht man nun die
tatsdchliche Bahnkurve erneut mit der des schiefen Wurfes und der Bahnkurve, welche
den Luftwiderstand beriicksichtigt, féllt auf, dass die Funktion, die sich fiir den Luftwi-
derstand ergeben hat, zwar niher an der tatsdchlichen Bahnkurve ist, aber die Flugbahn

auch nicht ausreichend genau beschreibt.

Der Magnus-Effekt
Fiir eine noch prézisere Analyse von Ballbewegungen sollte neben dem Einfluss des

Luftwiderstands ein weiterer Effekt betrachtet werden: der Magnus-Effekt, der nach
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dem Physiker Heinrich Gustav Magnus (1802 — 1870) benannt worden ist. H. G. Mag-
nus gelang erstmalig die Erkldrung des Einflusses einer Rotationsbewegung eines Balls

auf seine Bahnkurve.

Tennisspielerinnen und Tennisspieler rufen diese Rotationen des Tennisballs gezielt
hervor, wenn sie einen Topspin- oder einen Slice-Schlag ausfiihren. Dabei rotiert der
Ball um die eigene horizontale Symmetrieachse entweder mit einem Vorwartsdrall im

Falle des Topspins oder mit einem Riickwértsdrall im Falle des Slice.

Diese Rotation um die eigene Achse des Balls bewirkt, dass die oben erlduterten Luft-
wirbel oberhalb und unterhalb des Balls nicht mehr symmetrisch verlaufen. Hat der Ball
einen Vorwartsdrall, also den Topspin, so 16sen sich die Luftwirbel oberhalb des Balls
frither und unterhalb des Balls spéter ab mit dem Ergebnis, dass auf den Ball eine
»Magnus-Kraft* nach unten wirkt. Im umgekehrten Fall, also beim Riickwirtsdrall bzw.
Slice, verhalten die Luftwirbel sich ebenfalls nicht mehr symmetrisch. Hier 16sen sie
sich oberhalb des Balls spiter und unterhalb des Balls frither ab. Die daraus resultieren-
de Magnus-Kraft wirkt dann nach oben. Ein mit Topspin geschlagener Tennisball weist
somit also eine in horizontaler Richtung verkiirzte Bahnkurve auf. Ein mit Slice ge-
schlagener Ball legte in horizontaler Richtung eine lingere Strecke zuriick als ein ent-

sprechend ohne Spin gespielter Ball.

Fiir die Berechnung der Kraft durch den Magnus-Effekt gilt die folgende Formel:
Fy=m1r3p-w-v [1, S.225]

w: Winkelgeschwindigkeit des Balls; r: Radius des Balls

In der Literatur [4, S.60/61] gibt es noch eine weitere, etwas anschaulichere Erkla-
rungsmoglichkeit, die im Wesentlichen auf den Mathematiker und Physiker Daniel Ber-

noulli (1700 — 1782) zurlickgeht.

Auf einer Seite des Balls dreht sich der Ball mit der Stro- \_\\__«_/_\L
mung der Luft. Dort stromt die Luft schneller als auf der w’
anderen Seite, wo die Drehung entgegen der Luftstromung
verlauft und so den Luftstrom verlangsamt. Im Bild wird

die Geschwindigkeit der Luftstrdomung veranschaulicht.

Dort, wo die Stromlinien eng beieinander liegen, stromt die F Abbildung 2
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Luft schneller. Nach Bernoulli entsteht dort, wo die Luft schneller stromt ein Unter-
druck. In Abbildung 2 ist das an der Unterseite der Fall, sodass der Ball eine Kraft nach

unten erfahrt.

Es ist grundsétzlich davon auszugehen, dass die quantitative Beriicksichtigung des
Magnus-Effekts in der theoretischen Berechnung der Bahnkurve zu einem noch niher

an der gefilmten Kurve liegenden Ergebnis fiihrt.

Die tatsdchliche Umsetzung ist aber im Rahmen dieser Facharbeit aus gleich mehreren
Griinden nicht mdglich. Einerseits ldsst sich die Winkelgeschwindigkeit eines geschla-
genen Tennisballs mit den zur Verfligung stehenden Mitteln nicht bestimmen. Anderer-
seits bewegt sich der Ball in der Realitit nicht nur in horizontaler Richtung sondern
gleichzeitig bis zum Umkehrpunkt nach oben und danach nach unten. Die Magnus-
Kraft wirkt immer senkrecht zur Bahnkurve. Somit liefert die oben zitierte Formel zwar
die Magnus-Kraft aber keine Moglichkeit einer direkten Einbeziehung in die kinemati-

schen Formeln fiir die Bahnkurve.

Riickbezug zur Fragestellung

Mit Blick auf die Frage, wie physikalische GesetzmaBigkeiten bei der Ausfiihrung ver-
schiedener Schlagtechniken im Tennis vorteilhaft genutzt werden konnen, lédsst sich
jetzt festhalten, dass Tennisspielerinnen und Tennisspieler die Bahnkurven der von ih-
nen in das gegnerische Feld geschlagenen Bille durchaus bewusst und unter Nutzung
physikalischer GesetzméBigkeiten beeinflussen konnen. Weit verbreitet sowohl im Spit-
zensport als auch im Breitensport ist der gezielte Einsatz von Topspinschldgen. Die
durchgefiihrten Analysen erkldren, warum mit Topspin geschlagene Bille eine verkiirz-
te Bahnkurve im Vergleich zu Béllen ohne Spin aufweisen. Somit konnen sich solche
Bille mit hoher Geschwindigkeit bewegen und dennoch innerhalb des Spielfeldes auf-

kommen. Sie eignen sich also insbesondere als Angriffsbille.

AulBlerdem weisen sie ein besonderes Absprungverhalten nach dem Auftreffen auf dem
Boden auf. Aufgrund des Spins springen diese Bille besonders hoch ab und stellen so-
mit fiir die Gegnerin bzw. den Gegner eine besondere Anforderung an einen kontrollier-
ten Riickschlag. Qualitativ ldsst sich dieses Verhalten mit der Erhaltung der Rotation

des Balls erklaren.

Ein weiterer Schlag mit Spin im Tennis ist der Slice. Dieser konnte im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit nicht quantitativ analysiert werden, da sich einerseits herausstellte,

dass nur mit Slice (,,Unterschnitt) gespielte Bille mit einer sehr weiten Flugbahn bis
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kurz vor die Grundlinie die gewiinschten Effekte deutlich erkennen lieBen. Eine Video-
graphie der entsprechenden Bahnkurven war dann aber aufgrund der Grofe des zu fil-
menden Bereichs mit den zur Verfiigung stehenden Mitteln in einer Tennishalle leider

nicht méglich.

Andererseits ldsst sich der Slice auch nicht als ein verénderter schrager Wurf betrachten,

da seine Flugbahn im Idealfall fast linear verldutft.

Den Slice setzt man als einen Schlag mit geringer Héhe der Bahnkurve, verldngerter
Flugdauer und stark reduziertem Absprung nach dem Auftreffen auf den Boden ein,
oftmals als ein Verteidigungsschlag in Bedrdngnis oder auch zur Vorbereitung von

Netzangriffen.

Fazit und Ausblick

Im Rahmen der Bearbeitung des Themas der vorliegenden Facharbeit ist es gelungen,
einen Schlag ohne Spin, den Drive, sowie den Topspinschlag im Tennis sehr genau zu
analysieren und seine besonderen Eigenschaften mit physikalischen GesetzmiBigkeiten

zu erkldren. Die Ergebnisse konnen die realen Bahnkurven treffend erkliren.

Somit konnte die zentrale Fragestellung in weiten Teilen beantwortet werden, wie im
vorhergehenden Abschnitt dargelegt wurde. Damit ist das zentrale Ziel dieser Arbeit

erreicht worden.

Die Eigenschaften des Sliceschlags konnten nicht quantitativ untersucht, wohl aber qua-
litativ erklért werden. Die weitergehende Analyse dieses Schlags stellt eine der zahlrei-

chen Moglichkeiten dar, diese Arbeit noch zu erweitern.

So ist es auBerdem denkbar, den Einfluss der verschiedenen Bodenbeldge auf das Ab-
sprungverhalten der Tennisbille oder auch — im Bereich der Dynamik — die relevanten
Kréfte, die Energieformen und —umwandlungen oder auch die Impulse in den Blick zu

nehmen.
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luftwiderstand

X

LV 745

=045

Die rote Bahnkurve entspricht jeweils dem schiefen Wurf, die blaue der Beriicksichti-

gung des Luftwiderstands und die schwarze der realen Bahnkurve.

Graphen ohne Spin:

topspintertig RAD |:| _X

bn 49




Bahnkurve

y(x)

= —0,12x2
+ 0,62 -x
+ 0,89
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Zeit-Weg(x)

x(t)
=084t
- 11,68
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Zeit-Weg(y)

y(t)

= 0,08 - t?
+2,82-t
— 22,43
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Graphen mit Topspin:

Bahnkurve

y(x)

= —0,054x2
+ 0,43 - x

+ 1,14
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Zeit-Weg(x)

Zeit-Weg(y)

x(t)
=127t
- 327,5

y(t)
= —0,08:

+ 43,08

—5640,0
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Quelle [3]

Physikunterricht und Tennis
Benedikt Egidy, Thomas Wilhelm

1. Motivation

Das Interesse von Schiilern am Physikunterricht nimmt im Laufe der Schuljahre ab und die
Schiiler sehen wenig Zusammenhang zwischen Alltag und Physikunterricht. Eine Moglich-
keit, um im Unterricht interessante, alltagsnahe Themenbeziige herzustellen, sind Bezlige zum
Sport. So kann auch Tennis, eine der deutschlandweit gefragtesten Sportarten, dazu genutzt
werden, um Physik zu behandeln. Mit Hilfe der Videoanalyse von Bewegungen und mit Hilfe
von computerbasierter Messwerterfassung kénnen Inhalte des Mechanikunterrichts der Ober-

stufe anhand von Tennis angewandt und vertieft werden [1].

2. Kriifte bei Zusammenstolien
Trifft ein Tennisball auf den Boden, so iibt er auf den Boden eine Kraft aus. Gemill dem
Wechselwirkungsprinzip {ibt der Boden ebenso eine gleichgroBe Kraft auf den Ball aus. Sol-
che kurzen St6Be werden mit dem
(R

Kraﬁstoﬁ.ffu Fdt {1}

beschrieben [2]. Mit dem zweiten Newton’schen Axiom gilt (da die Masse m konstant ist):
[EPde=m- (-7 (2}

Schon in der Sekundarstufe T kann dies in elementarisierter Form mit der mittleren Kraft ver-
wendet werden:

Fypiceer - At = m - A {3}
Diese Gleichung kann die zentrale Gleichung im Mechanikunterricht der Sekundarstufe I sein

[3].

2.1 Kraft beim Stol} des Tennisballs mit dem Boden (Kraftmessplatte)
Ein KraftstoB findet z.B. dann statt, R

wenn der Tennisball mit dem Boden ——

stoft. Ist der Boden eine Kraftmess- /,-"/ N

platte, kann der Kraftverlauf gemessen i

werden. Im Versuch kann ein Tennis- ,

ball senkrecht fallengelassen oder bei .,

Verwendung  einer  zweiachsigen « . \
Kraftmessplatte (Aufnahme von Nor- « / \

mal- und Querkraft) schrig auf die omer—— —— —— —_ __ __ ozl

Kraftmessplatte geworfen bzw. auf die
Abb. 1: Zeitlicher Verlauf der Normal- und Querkraft

Kraftmessplatte aufgeschlagen werden. eines auf die Kraftmessplatte aufgeschlagenen Balles
Der Krafiverlauf beim Aufprall eines
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Tennisballes auf eine Kraftmessplatte (Firma Pasco) nach einem regelkonformen Tennisauf-
schlag wurde mit dem Programm DataStudio aufgenommen (siehe Abb. 1) und analysiert. Es
ergaben sich die Mittelwerte Fpprma = 129 N und ﬁquer = 67 N sowie die Maximalwerte
Frormat = 275 N und Fy,,., = 128 N sowie die Kontaktzeit At ~ 8 ms. Mit Hilfe der be-
kannten Tennisballmasse m = 0,057 kg [4] und dem zweiten Newton’schen Axiom in der
Form

a=F/m 14}
ergeben sich die Mittelwerte @nprma = 2,3 - 10° m/s® und Ggyer = 1,2 - 103 m/s? sowie
die Maximalwerte a,ormq = 4,8 + 10* m/s® und agyer = 2,2+ 10° m/s%
Bei dieser Kraftbestimmung mittels der Kraftmessplatte gibt es das Problem, dass die Kraft-
messplatte bereits wihrend des Kontaktes von Tennisball und Kraftmessplatte mitzuschwin-
gen beginnt. Dieses Mitschwingen fithrt zu einem unsymmetrischen, nicht-realen Kraftver-
lauf. Bei schwachen Kraftstoflen, d.h. bei niedrigen Geschwindigkeitsbetrigen tritt dieser Ef-
fekt besonders in Erscheinung und verfalscht die Ergebnisse. Bei starken Kraftstéfen, d.h. bei
héheren Geschwindigkeitsbetréigen, spielt das Mitschwingen der Kraftmessplatte eine eher
untergeordnete Rolle, in solchen Fillen kann demnach der Kraftverlauf sehr gut mittels der
Kraftmessplatte bestimmt werden [1].

2.2 Kraft beim Stol} des Tennisballs mit dem Boden (Videoanalyse)

Beim Stofl zwischen Tennisball und Boden kann auch der Ball mit einer Hochgeschwindig-
keitskamera gefilmt und mit einem Videoanalyseprogramm analysiert werden. Die Ermittlung
der auftretenden Kraft kann dabei auf dreierlei Weisen geschehen: 1. direkt iiber die Bestim-
mung der Geschwindigkeiten kurz vor und kurz nach dem Prellen sowie der Bestimmung der
Kontaktzeit, 2. indirekt tiber das Kompressibilititsverhalten des Tennisballes und 3. durch
energetische Uberlegungen.

Im Versuch wurde ein Tennisball aus
ca. 1,0 m Hohe senkrecht auf den Bo-
den fallengelassen. Mit Hilfe des Vi-
deoanalyseprogramms measure dyna-
mics liefen sich die Geschwindigkei-

ten kurz vor und kurz nach dem Auf-

prall des Tennisballes bestimmen:

Abb. 2: Serienbild eines prellenden Tennisballes

Vyorher = =45 M/s und Vngepner =

3,3 m/s. Betrachtet man den Aufprall des Tennisballes in der Einzelbildfunktion (Zeit zwi-
schen zwei Bildern: 1 ms), so lidsst sich hieraus die Kontaktzeit des Tennisballes mit dem Bo-
den, hier At = 0,006 s, bestimmen (siche Abb. 2).

Hieraus ergeben sich mit der bekannten Tennisballmasse m = 57 g und den Gleichungen {3}
und {4} die Mittelwerte:
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F o= My _ m-(nachher—Yvorher) _
at at

75N,
a=L=13-10°

L

m sz’

Zur Kraftbestimmung iiber die Kom-
pressionseigenschaft des Tennisballes
ist zunichst der Zusammenhang von
Kraft und Abplattungsdurchmesser zu
ermitteln. Hierfiir wird der Tennisball
in eine Presse gelegt (siche Abb. 3),
mit Gewichten belastet und die jeweils
aus den einzelnen Gewichten resultie-
rende Hohe des Tennisballes bestimmt.
Sodann wird die auf dem Tennisball
wirkende Gewichtskraft gegen die
Abplattungsstrecke des Tennisballes
aufgetragen (siche Abb. 4). Die Mess-
werte verhalten sich anndhernd linear,
es kann also die Giltigkeit des
Hooke’schen Gesetzes angenommen
werden [2, 5].

Im Versuch selbst wird der Tennisball
mit  moderatem  Tempo  (hier
(IVporher] = 7,3 m/s) senkrecht auf
den Boden geworfen und der Aufprall
des Tennisballs auf den Boden mit
einer  Hochgeschwindigkeitskamera
aufgenommen. Mit einem Videoanaly-
seprogramm ldsst sich die minimale
Tennisballhdhe wihrend des Kontaktes
des Tennisballes mit dem Boden be-
stimmen (siche Abb. 5) (Tennisball-
durchmesser & = 0,066 m [4], Syu =
0,013 m). Die maximal auftretende
Kraft zwischen Tennisball und Boden
lasst sich dann mit Hilfe von Abbil-
dung 4 zu F,,, = 120 N bestimmen.
Diese Bestimmungsmethode der Kraft
hat den Vorteil, dass die Kraft schnell,

Abb. 3: Tennisball in Presse

§

s * Messwerte

Ausgleichsgerade

Gewichtskraft/N
g

3

i

»

8

&

-

'\

10 15
Abplattungsstrecke/mm

Abb. 4: Abhiingigkeit der Abplattungsstrecke von der auf
ihr lastenden Gewichtskraft

Léngenmessung
Lénge = 00528 m

it der Maus kérnen die beiden Enden der
‘eingebiendeten Sirede verachoben werden,

Die Linge deser Stvecke wird angezsit

Pt der Wertbernzhme urkbon kiren dese Mesawerte
n die Tabelle Uhernomemen werckn.

I Hiweisfenster deckiiviersn o 0%
E S e - L
Abb. 5: Messung der Héhe des auftreffenden Tennisballes

einfach und einsichtig bestimmt werden kann, allerdings hat sie auch drei entscheidende
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Nachteile. Die Ermittlung des Zusammenhangs in Abbildung 4 leidet an den niedrigen Refe-
renzgewichten. Aulerdem entspricht diese Messung nicht exakt den Bedingungen eines prel-
lenden Tennisballes. Die Belastung erfolgt ndmlich in der Tennisballpresse von zwei Seiten
(Boden von unten und Gewicht von oben); in der Realitéit wird der Tennisball nur von einer
Seite, namlich dem Prellboden, belastet. Des Weiteren erfolgt die Belastung in der Tennis-
ballpresse langsam und statisch, wihrend der Tennisball eigentlich stoBartig und dynamisch
belastet wird.

Die Maximalkraft zwischen Tennisball und Boden lasst sich weiterhin auch energetisch be-
stimmen [6], wenn in der Videoanalyse des senkrecht auf den Boden geworfenen Balles die
Geschwindigkeiten kurz vor und kurz nach dem Aufprall bestimmt werden (im letzten Ver-

such: Vyorner = —7.3 M/S, Vpachner = 4.4 m/s). Kurz vor dem Bodenkontakt gilt:

s - 2
Egesamt(varher) = Exinvorher = 2 MVvorher -

Kurz nach dem Bodenkontakt gilt:

1
Egesamt(na‘:hher) = Erinnachher = Emvnachherz .
Unter Annahme der Giltigkeit des Hooke’schen Gesetzes gilt fiir den Augenblick der maxi-

malen Verformung:

. . 1 5 . A
Egesame (bei maximaler Stauchung) = Espann(smax) = ;Dsmax = ;Fmax “Shiai -

Ohne Energieverlust wiren die Werte zu den drei Zeiten identisch. Da aber wihrend dem
StoB Energie verloren geht, bestimmt man den Mittelwert Exin dieser beiden kinetischen
Energien vor und nach dem StoB und erhilt iiber E(Spmay) = m eine Abschitzung fiir die
maximal auftretende Kraft zwischen Tennisball und Boden:

.
Fpgx = —— Eggn = 160 N.

Smax

Schitzt man die mittlere Kraft auf ca. 100 N, ldsst sich nun zusétzlich Gber die Newton’sche
Bewegungsgleichung {3} die Kontaktzeit At abschitzen. Sie betrdgt hier ca. 7 ms. Der Fehler
bei der energetischen Methode resultiert liberwiegend aus Kameraeigenschaften, nimlich aus
der geringen Auflosung des Videos sowie aus der begrenzten Anzahl an Bildern pro Sekunde,

was zu einer ungenauen Bestimmung des maximalen Tempos fithrt [1].

2.3 Kraft beim Stof§ des Tennisball mit dem Tennisschliiger (elektrisch)
Interessant ist auch die Kraft beim

StoB von Tennisball mit Tennisschla-
ger [7]. Hierfiir wird ein Tennisball mit 200 ] wigerstand

5V & Spannung

einem Tennisschldger unter einer mog-

lichst horizontalen Flugbahn an die
Wand bzw. Tiir geschlagen. Tennis- P

ball, Tennisschliger und Wand bzw. Wand

Tir werden vorher mit elektrisch lei- Ortsénderung Ax

tenden Materialien prépariert. Hier Abb. 6: Schaltbild fiir den Versuch zum Stof Ball-Schliger
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wurde der Tennisball in haushaltsiibliche Aluminiumfolie gewickelt, auf die Tiir wurde ein
ca. 1 m? groBes Aluminiumfolienstiick geklebt und der Tennisschliger mit Stahlsaite besaitet.
Alles wird so an einen Stromsensor angeschlossen, dass die Zeiten der Kontakte des Tennis-
balles mit dem Tennisschliger und mit der Wand aufgenommen werden konnen (siche Abb.
6). Als Stromsensor eignen sich computerbasierte Messwerterfassungssysteme. Hier wurde
der Spannungs-/Stromsensor der Lehrmittelfirma Pasco verwendet, die aufgenommenen Da-
ten wurden mit DataStudio ausgewertet.

Aus dem aufgenommenen zeitlichen — qStomstarke/n

Verlauf (siehe Abb. 7) kann die Sto3- °*
zeit des Tennisballes mit dem Tennis-
schliger (Zeitdauer des ersten Peaks)
sowie die Flugzeit, die der Tennisball
vom Verlassen des Tennisschlégers bis i

zur Beriihrung der Wand bzw. Tir |

bendtigt (Zeitdifferenz zwischen den
Peaks), bestimmt werden. Aus Abbil-
dung 7 ergibt sich Atg,gz = 0,007 s
und trpg = t; —t; = 0,3265.

Abb. 7: Zeitlicher Verlauf des Stromflusses

Ist die Flugstrecke des Balles bekannt (Ax = 3,9 m), konnen mit den Gleichungen {3} und
{4} die mittlere Kraft F und die mittlere Beschleunigung @ bestimmt werden [7] und es ergibt
sich:

Ax
Vrlug = 7o = 12 m/s,
= Av
F=m-——=100N und
Atgiop
- Av
a= =2-10% m/s?.
Atgeor

Der Versuch selbst ist relativ unanfillig fiir Fehler. Das groBte Problem ist die begrenzte Ab-

tastrate des Stromsensors (hier 1.000 Hz), so dass sich fiir die Stof3zeit eine Ungenauigkeit
von mindestens 1 ms ergibt. Eine zweite Ungenauigkeit ergibt sich durch ein nicht exakt ho-
rizontales Fliegen des Tennisballes, was aufgrund der Erdanziehungskraft nicht komplett ge-

lingen kann.

3. Krifte withrend des Tennisballflugs

Der Flug eines Tennisballes durch die Luft ist als schriger Wurf ein Standardthema des Phy-
sikunterrichts. Wihrend diesem Flug wirken drei Kréfte auf den Ball ein: die Erdanziehungs-
kraft, die Luftreibungskraft und - sofern sich der Ball um eine Achse ungleich der Bewe-
gungsrichtung dreht - die Kraft durch den Magnus-Effekt. Die Erdanziehungskraft zeigt dabei
immer senkrecht zum Boden.

Bewegt sich ein Tennisball durch die Luft, so 16st sich die Luft beim Umstrémen von der
Oberfldche des Tennisballs ab und es entstehen Wirbel [8+9]. Die Bewegung dieser Luftwir-

bel benotigt Energie, die aus der kinetischen Energie des Tennisballes genommen wird,
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wodurch dieser verlangsamt wird. Die Richtung der Luftwiderstandskraft ist dabei immer
entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung des Tennisballes, éndert sich also stéindig. Beschrie-
ben werden kann der Betrag der Luftwiderstandskraft F; durch die Newton‘sche Widerstands-
formel. Nach dieser gilt:
Fo= %CWPAUZ s

wobei p die Dichte der Luft, 4 die Querschnittsfliche des Tennisballs, ¢y, der Luftwider-
standswert des Tennisballs und v der Betrag der Geschwindigkeit (= Tempo) ist [10].
Als Magnus-Kraft wird die Kraft senk- =1
recht zur Bewegungsrichtung (siche F f"‘
Abb. 8 und 9) bezeichnet, dic verant- p i
wortlich fiir die Bahnabweichung von F F

G M

Fu

Abb. 8: Krifte, die auf einen mit Vorwirtsdrall (Topspin)
geschlagenen Tennisball wirken

Objekten ist, die um eine Achse senk-
recht zur Bewegungsrichtung rotieren.
Durch die Drehbewegung des Tennis-
balles verschiebt sich der Ort des Ab-
lésens der laminaren Strémung un-
symmetrisch mit der Balldrechung
[8+9]. Auf der einen Seite, auf der sich
der Ball mit der Luftstromung bewegt,

reifit der rotierende Ball Luftteilchen

Abb. 9: Kriifte, die auf einen mit Riickwiirtsdrall (Slice)
geschlagenen Tennisball wirken

mit; dadurch wird die Grenzschicht
spiter vom Ball abgelost. Auf der an-
deren Seite des Balles geschieht das Gegenteil; der rotierende Ball bewegt sich gegen die
Luftstromung, wodurch sich die Luftteilchen frither vom Ball ablésen. Der sich drehende Ball
hinterldsst damit insgesamt eine asymmetrische Wirbelschleppe und auch die Luft auflerhalb
der Wirbelschleppe wird vom Ball seitlich abgelenkt. GemdB dem 3. Newton‘schen Axiom
erfahrt der Ball als Reactio eine ablenkende Kraft in die Gegenrichtung [8+9]. So entsteht
eine Kraft quer zur Bewegungsrichtung.
Hat ein Tennisball Vorwirtsdrall (Topspin) (siche Abb. 8), so landet er frither als ohne den
Drall auf dem Boden. Hat der Ball Rickwirtsdrall (Slice) (siche Abb. 9), so landet er spiter
auf dem Boden.
Auch heute ist es noch schwer, den Magnus-Effekt quantitativ zu beschreiben, es gibt viele
verschiedene Formeln dafiir. Der Magnus-Effekt bei Billen wird in einem Modell von . £
Rubinow und Joseph B. Keller gut beschrieben durch:

Fy = pARwv {5},
wobei A die Querschnittsfliache, p die Luftdichte und v der Geschwindigkeitsbetrag sowie R
der Radius des Balles und w seine Winkelgeschwindigkeit ist [11].
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3.1 Magnus-Effekt beim Tennis

Um den Magnus-Effekt bei einem
Tennisball zu zeigen, eignet sich ein
Versuch mit einem rotierenden und
schwingenden Tennisball. Der Tennis-
ball wird mit Hilfe einer diinnen
Schnur (z.B. Nihgarn) an ein Stativ
befestigt (siche Abb. 10). Fir eine um-
fangreiche Versuchsauswertung emp-
fiehlt es sich, eine Videoaufnahme von
oben sowie eine Videoaufnahme von

Abb. 10: Versuchsaufbau zum Zeigen des Magnuseffekts

der Seite zu machen, wobei fiir Letzteres eine Hochgeschwindigkeitskamera bendétigt wird.
Dazu wird auf den Tennisball wie in Abbildung 10 seitlich eine farbliche Markierung geklebt.
Im ersten Schritt der Versuchsdurchfiihrung wird der Tennisball ausgelenkt und losgelassen.
Man kann beobachten, dass der Tennisball geradlinig vor und zuriick schwingt; die Schwin-
gungsebene bleibt immer gleich.

Anschlielend wird der Tennisball mog-
lichst stark um seine vertikale Achse
angedreht und im sich drehenden Zu-
stand ausgelenkt, z.B. iiber ein schnelles
Auslenken des Garns. Der Tennisball
schwingt nun nicht mehr geradlinig vor
und zuriick, sondern in Kurven (siehe
Abb. 11); die Schwingungsebene dreht
sich entsprechend der Bananenflanke
beim Fuflball. Die Richtung der Kurve
ist dabei abhingig von der Drehrichtung

des Tennisballes.

Wurde der Versuch auch von der Seite Abb. 11: Bahnkurve des schwingenden, angedrehten Ten-

. . nisbhalles aus measure dynamics (Aufnahme von oben)
per Video aufgenommen, so lassen sich

die Ball- und Winkelgeschwindigkeit bestimmen. In diesem Versuch ergaben sich w =
77,6 s~ und ein Durchschnittstempo von 7 = 0,47 m/s. AuBerdem kann man mit Hilfe der
Luftdichte p (ca. 1,2 kg/m?) sowie mit dem bekannten Tennisballradius R = 0,033 m [4]
mit Hilfe von Gleichung {5} die Magnus-Kraft bestimmen. In diesem Versuch ergab sich als
mittlere Magnus-Kraft Fy, = 4,9 mN . Mit einer Ballmasse von m = 0,057 kg [4] ergibt sich
fir die mittlere Querbeschleunigung @y des Tennisballes aufgrund des Magnus-Effekts
ay =Fy /m =0,087 m/s%.

Bei einem realen Tennisschlag eines Profis kann die Winkelgeschwindigkeit @ = 310 s7?
betragen und es kann ein Balltempo von v = 25 m/s angenommen werden [10]. So ergibt
sich mit obiger Tennisballmasse und -radius Fy; = 1,1 N und ay, = 19 m/s?. Die Werte lie-
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gen also im GrofBenbereich der Gravitationskraft fiir einen Tennisball (Fgraitation =
0,56 Nund a = 9,81 m/s?), weshalb davon ausgegangen werden kann, dass der Magnus-
Effekt die Bahnkurve eines Tennisballes maligeblich beeinflusst.

3.2 Die Bahnkurve eines Tennisballs

Mit diesem Wissen kann die Bahnkurve eines Tennisgrundschlags untersucht werden. Dabei
wird der Tennisball einmal moglichst ohne Spin geschlagen, so dass nur die Gravitations- und
die Luftreibungskraft wirken, und einmal mit moglichst viel Spin, so dass die Gravitations-,
die Luftreibungs- und die Magnus-Kraft wirken. Senkrecht zur Flugbahn des Tennisballs wird
der Versuch mit einer Videokamera aufgenommen.

Interessant ist hierbei zu ermitteln, wie gut die tatsdchliche Bahnkurve des Tennisballs mit der
theoretischen Bahnkurve des idealen schiefen Wurfs (keine Berlicksichtigung der Luftrei-
bungs- und Magnus-Kraft) iibereinstimmt. Mit Hilfe eines Videoanalyseprogramms, hier
measure dynamics, lassen sich der Abschlagwinkel ¢ und die Anfangsgeschwindigkeitskom-
ponente in Flugrichtung v, , bestimmen. Hieraus ldsst sich nun vy, mit der Tangensfunktion
ermitteln (die direkte Bestimmung von v, ,, ist wegen der sich aufgrund der Gravitationskraft

stark dndernden Geschwindigkeit schwieriger). Sodann kann man gemaf

1g Yo,y
()=—-z—x*+—=x+h
* 2v§‘x Vox 0

die theoretische Bahnkurve des schie-
fen Wurfes in das Diagramm der tat-
sdchlichen Bahnkurve eintragen (siche
rote Bahnen in Abb. 12 und 13) und

priifen, wie weit der reale Verlauf den sm

Abb. 12: Ideale Bahnkurve (rot, Berechnung ohne Luftrei-
bung und ochne Magnus-Effekt) und reale Bahnkurve (blau,
entspricht. Auch ohne Spin ist die reale Messwerte der Videoanalyse) eines Tennisballflugs ohne
Spin

ohne Spin

theoretisch zu erwartenden Verlauf

Flugweite aufgrund der Lufireibungs-
kraft kleiner als im Idealfall (16,4 m
statt 22,7 m) (siche Abb. 12). Bei ei- =
nem mit Topspin geschlagenen Ten-

mit Spin

nisball ist die Flugweite nochmal deut-

lich reduzierter (Flugweite 17 m statt Abb. 13: Ideale Bahnkurve (rot, Berechnung ohne Luftrei-

B ;. bung und ohne Magnus-Effekt) und reale Bahnkurve (blau,
26,5 m) (bmhe Abb. 13). Der Tennis Messwerte der Videoanalyse) eines Tennisballflugs mit
spieler kann so auch einen schnellen Spin

Ball noch dazu bringen, innerhalb des —
Spielfeldes aufzukommen.

Fiir Schiiler ist es visuell ansprechen-
der, die Bahnkurve des Tennisballs
mit Ortsmarken in das Video (siehe

|
Abb. 14) einzuzeichnen. AuBlerdem ist Abb. 14: Bahnkurve und Ortsmarken im Video
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es sinnvoll, die Geschwindigkeitskom-
ponente in x-Richtung, die Geschwin-
digkeitskomponente in  y-Richtung

sowie die resultierende Geschwindig-

keit ebenfalls in das Video einzuzeich- 1
nen (siche Abb. 15). Im Gegensatz zu Abb. 15: Einstempeln der Geschwindigkeitskomponenten
einer Flugbahn ohne Luftreibung und ™ das Video
Magnus-Effekt sicht man hierbei, wie die Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung immer

kleiner wird.

4. Energie beim springenden Tennisball
Energicumwandlungen und Energicer- - ..
haltung sind Standardthemen im Phy-

e
Dt ressnn atusten ten, Lo,
o as =

sikunterricht. Hiufig wird ein fallender ..
und wieder hoch springender Ball be- i o
[TﬂChtet, WObei jeder weiﬁ‘ daSS der e ®. f 1 I’-,.'.a-.u.&“"""m«aﬁ’f

Ball nicht mehr die Ausgangshohe 5

erreicht. Dieser Ablauf kann auch mit
einem Tennisball behandelt werden. = r |‘ ; N

Dazu wird das Springen eines senk- . I

o .
. e
- -
P bt

recht fallengelassenen Tennisballes aus -

L o 0@ LW 82 O3 0N Am AN 01 e 0w 00 G G4 G 08 &m 4% 01 0 om

einer Anfangsh('ihe hl mittels einer Abb. 16: Darstellung der Umwandlung der mechanischen ‘

. ) Energien: Hohenenergie, kinetische Energie und die Sum-
Hochgeschwindigkeitskamera  aufge- e peider Energien

zeichnet (hier 210 fps eingestellt, jeder
3. Frame verwendet, entspricht 70 fps)
und mit einem Videoanalyseprogramm
analysiert.

Die gegenseitige Umwandlung von
Hohenenergie und kinetischer Energie
kann mit Hilfe des Videoanalysepro-
gramms measure dynamics nicht nur
als Diagramm, sondern auch mit Hilfe
von Séulen im Video visualisiert wer-
den [12]. Aus Abbildung 16 und 17 ist
zu erkennen, dass zu Beginn die me-
chanische Energie ausschlieBlich in
Form von Hohenenergie vorhanden ist.

Die Héhenenergie wird im Verlaufe
i | ] S

der Bewegung zunéchst kontinuierlich

in kinetische Energie umgewandelt. Abb. 17: Serienbild des Versuchsablaufs unter Einblen-
dung dynamisch ikonischer Reprisentationen
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Die Gesamtenergie, bestehend aus kinetischer und Hohenenergie, bleibt dabei jedoch kon-

stant, lediglich wegen der etwas ungenauen Bestimmung der Geschwindigkeit ergibt sich ein

leichtes Wackeln des Graphen. Kurz vor dem Auftreffen des Balles auf den Boden ist die Ho-

henenergie vollstindig in kinetische Energie umgewandelt worden; die kinetische Energie

und das Tempo des Balles erreichen ein Maximum. Wenn der Ball den Boden beriihrt, wird

die kinetische Energie iiberwiegend in Spannenergie umgewandelt. Die Summe aus nur kine-

tischer Energie und Hohenenergie muss daher fiir einen kurzen Zeitpunkt auf 0 J abfallen, da

zu diesem Zeitpunkt weder kinetische noch Hohenenergie vorliegen. Werden anders als bei

Abbildung 16 zu wenig Bilder pro Sekunde analysiert, kann dies nicht abgebildet werden.

Beim Prellen des Balles wird jedoch auch ein Teil der kinetischen Energie in andere Energie-

formen, wie zum Beispiel in innere Energie, umgewandelt, was mit Hilfe einer Wirmebild-

kamera sichtbar gemacht werden kann.

Anschlieffend wird die kurz vorher entstandene Spannenergie wieder in kinetische Energie

zuriickgewandelt, weshalb der Ball stark beschleunigt wird und den Boden mit maximalem

Tempo, das nun jedoch aufgrund der mechanischen Energieverluste geringer ist als vor dem

Prellen, verlidsst. AnschlieBend steigt der Ball wieder und wird langsamer; kinetische Energie

wird in Hohenenergie umgewandelt.
Jedoch wird aufgrund des geringeren
Starttempos nicht mehr die urspriingli-
che Hohe erreicht.

Wie stark die Verluste beim Prellen
sind, kann mit Hilfe des Elastizititsko-
effizienten beschrieben werden [13].

Er berechnet sich gemdll folgender

Bezichung [2]:
ol _ [re
- lv1l hq {6}

Mit Hilfe des Videoanalyseprogramms
measure dynamics werden die An-
fangshohe 4 und die maximale Hoéhe
h» nach dem ersten Prellen des Balles
auf den Boden (siche Abb. 18) sowie
die Geschwindigkeit v; kurz vor und
die Geschwindigkeit v» kurz nach dem
ersten Prellen des Balles auf den Bo-
den (siche Abb. 19) bestimmt und hie-
raus der Elastizititskoeffizient e be-
rechnet. Fiir eine Fallhéhe von ca.
1,0 m ergibt sich mit Gleichung {6}
und den Werten aus Abbildung 18

. JERPre
..
" L3

5 ¥
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Abb. 18: Ballhihe in Abhiingigkeit der Zeit

g

Abb. 19: y-Geschwindigkeitskomponente iiber der Zeit
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bzw. 19:

e= J”_—‘ = (%50 _ 0,799  bzw.
iy 1,01 m

m
el 22 i g03
A 3.99? ’ :

Die Ergebnisse aus beiden Bestimmungsmethoden des Elastizitdtskoeffizienten ({iber Hohen-
und iiber Geschwindigkeitsmessung) liegen im gleichen Bereich. Der Vorteil in der Bestim-
mung iiber die Geschwindigkeitsmessung liegt in der hdheren Anschaulichkeit fiir die Schii-
ler, allerdings sind die Ergebnisse im Vergleich zur Bestimmung {iber die Hohenmessung viel
ungenauer. Aufgrund der begrenzten Kameraqualitédt (bestimmt durch die Bildrate und die
Auflosung) ergibt sich bei den hier auftretenden Geschwindigkeiten ein Fehler von bis zu
10 %, im Gegensatz zu einem Fehler von ca. 1 % bei der Héhenmessung [1].

Um den Elastizitétskoeffizienten verschiedener Tennisbille miteinander vergleichen zu kon-
nen, wurde deren Elastizititskoeffizient aufgrund der hoheren Genauigkeit iiber die Hohen-
messung bestimmt. Zur Bestimmung wurden ein fabrikneuer Tennisball ohne Druck (ein sog.
druckloser Ball), ein fabrikneuer Tennisball mit Druck (ein sog. Druckball) sowie ein ge-
brauchter Druckball aus unterschiedlichen Fallhdhen senkrecht auf verschiedene Boden, ndm-
lich einem Klassenzimmerboden und einem Tennishallenboden, fallengelassen.

&

Elastizititskoeffizient e
e @
& 3

Aus Abbildung 20 ist zu erkennen,
dass der Elastizititskoeffizient fiir
jeden Ball und jeden Bodenbelag bei |; 0:,7

steigender  Anfangshéhe  deutlich 2 o \-\
sinkt, der mechanische Energieverlust

also steigt. Dies kénnte einerseits an

héheren Reibungskriften beim Prellen 072
des Tennisballes oder aber an der gré- 0t
Beren Luﬂreibung wegen dem hohe- 0"00.50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

3 % , Anfangshéhe h,/m
ren Tempo liegen. Um einen Tennis-

=—+—Druckloser Ball- Klassenzimmer Druckloser Ball - Tennishalle
s o kball - i
ball auf Regelkonformltat 7u testen, —&—Druckball - Klassenzimmer Druckball - Tennishalle
~#-Gebrauchter Druckball - Klassenzimmer Gebrauchter Druckball - Tennishalle

ist es demnach zwingend erforderlich, [ ®Regekonform
Abb. 20: Elastizititskoeffizient ¢ in Abhiingigkeit von der
Anfangshéhe /1y

ihn wie beim Versuchsaufbau des
Internationalen Tennisverbandes aus
254 c¢m fallenzulassen [14]. Zudem fillt in Abbildung 20 auf, dass die Riicksprunghthe bzw.
der Elastizititskoeffizient auf dem Teppichboden der Tennishalle geringer ist als im Klassen-
zimmer. Der Tennisball wird beim Prellen auf dem Teppichboden folglich stirker gedampft.

5. Drehbewegungen bei Tennisschliigen

Neben der vorgestellten dynamischen (Abschnitt 3) und energetischen (Abschnitt 4) Betrach-
tung sind auch kinematische Betrachtungen mdéglich. Beispielsweise kann die Bewegung von
Tennisaufschligen analysiert werden.
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Mit Hilfe des Videoanalyseprogramms
measure dynamics konnen die Bahn-
kurven und die Geschwindigkeit des
Handgelenks und der Tennisschliger-
spitze betrachtet werden. Vieles ist
schon anhand einer Abbildung erkenn-
bar, bei der in konstanten zeitlichen
Abschnitten die Schulter, das Handge-
lenk sowie die Tennisschldgerspitze
markiert werden (siche Abb. 21, bei
210 fps jeder fiinfte Ort markiert, also
effektiv 35 fps). Aus dieser Abbildung
ist zu erkennen, dass sowohl die Ten-
nisschldgerspitze (blau) als auch das
Handgelenk (rot) grob eine Kreisbahn
beschreiben. Die Bahnkurve des
Handgelenks ist dabei nicht geschlos-

Abb. 21: Bahnkurve von Schulter (griin), Handgelenk (rot)
und Tennisschligerspitze (blau), Az =29 ms

sen, wihrend die Bahnkurve der Ten-
nisschldgerspitze fast geschlossen ist. Des Weiteren ist zu erkennen, dass die Schulter (griin)
sich wihrend des Aufschlags nur wenig bewegt, niherungsweise also einem Drehzentrum
gleicht. Tennisschldgerspitze und Handgelenk beschreiben so grob eine Kreisbewegung mit
der Schulter als Drehzentrum. Aufgrund der groferen Entfernung der Tennisschligerspitze
zum Drehzentrum ist gemiB der Beziehung fiir Kreisbewegungen

v=w-r 17}
mit der Entfernung zum Drehzentrum » und der Winkelgeschwindigkeit w das Tempo v der
Tennisschligerspitze grofer. In Abbildung 21 ist dies daran zu erkennen, dass die Orte der
Tennisschligerspitze weiter auseinander liegen als die Orte des Handgelenks. Um das Mo-
mentantempo zu berechnen, sind jedoch mehr Messwerte nétig (alle Bilder bei 210 fps). Die
Tennisschldgerspitze erreicht ihr maximales Tempo von v = 40 m/s = 140 km/h genau im
Moment des Ballkontaktes, wihrend das Handgelenk nur ein Tempo von v = 1l m/s =
40 km/h erreicht.
Um den Tennisaufschlag nun weiter zu analysieren, bietet es sich an, die bereits markierten
Orte von Schulter und Handgelenk sowie von Handgelenk und Tennisschlidgerspitze jeweils
in Form einer Linie verbinden zu lassen (siche Abb. 22). In Abbildung 22 ist zu erkennen,
dass zu Beginn der Aufschlagsbewegung der Tennisschliger im rechten Winkel zum Schlag-
arm steht und vom Schlagarm aus nach rechts zeigt (Zeitpunkt 1). Am Ende der Aufschlags-
bewegung steht der Tennisschliger wieder im fast rechten Winkel zum Schlagarm, zeigt
diesmal jedoch nach links (Zeitpunkt 3). Der Tennisschldger hat das Handgelenk quasi ,,liber-
holt*. Dies liegt an der Einwirtsrotation des Handgelenks wihrend der Durchfiihrung des
Aufschlags. Die Rotation des Handgelenks wiihrend des gesamten Tennisaufschlags betrigt
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insgesamt fast 180°,
Die stirkste Rotation
liegt dabei kurz vor
dem Treffpunkt mit
dem Ball vor; zwi-
schen Zeitpunkt 1
und Zeitpunkt 2 in
Abbildung 22 dreht
sich das Handgelenk
um ca. 70°.

Sind die Kamera-
und  Analyseeigen-
schaften bekannt, so
lassen sich auch
Winkelgeschwindig-

keiten gemidB der

Abb. 22: Bewegung von Arm und Tennisschliger

Bezichung
__Ap
Y

berechnen. Die mittlere Winkelgeschwindigkeit des Armes um die Schulter (rote Linie in
Abb. 22) ergibt sich zwischen den Zeitpunkten 1 und 2 mit Ag = 36° zu @ = 13 s~ Wire
der Schldger nur die geradlinige Verlangerung des Armes, hitte die Schlidgerspitze gemal
Gleichung {7} mit der Entfernung r = 1,3 m zur Schulter nur ein Tempo von v=1-w=
17 m/s = 60 km/h, wihrend das durch-
schnittliche Tempo in diesem Zeitin-
tervall 120 kmvh betrigt.

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit
des Handgelenks und damit des Schli-
gers bzgl. des Arms (die blaue Linie in
Abb. 22) ergibt sich zwischen den
Zeitpunkten 1 und 2 zu @ = 26 s~ %
Giibe es nur diese Einwirtsrotation des
Handgelenks ohne die Rotation des
Armes um die Schulter (ruhender
Arm), hidtte die Tennisschlagerspitze
gemil Gleichung {7} mit der Entfer-
nung zum Handgelenk r = 0,685 m
immerhin schon ein beachtliches Tem-
povonv =r-w=18 m/s =64 km/h.

Eine alternative Darstellungsmdglich-

Abb. 23: Stroboskopbild eines Tennisaufschlags, Ar= 3,3
ms)
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keit des Tennisaufschlags zur Analyse ist die Erstellung eines Stroboskopbildes. Aus der Ab-
bildung 23 (jeder siebte Frame bei 210 fps ist effektiv 30 fps) ist auch die kreisformige Bewe-
gung des Handgelenks und der Tennisschldgerspitze zu erkennen, wihrend der Rumpf sich
nur relativ wenig bewegt. In diesem Stroboskopbild fallt auch auf, dass im Bereich des Ball-
treffpunkts groBlere Abstinde zwischen den Einzelbildern vorliegen als zu Beginn und zum
Ende der Aufschlagsbewegung. Hat das Objekt zwischen zwei Einzelbildern nun eine grofiere
Strecke zuriickgelegt, so war sein Tempo gréfer. Werden auf dem Stroboskopbild das Hand-
gelenk und die Tennisschligerspitze betrachtet, so erkennt man auch hier anhand der unter-
schiedlichen Abstinde im Bereich des Balltreffpunkts, dass die Tennisschldgerspitze ein viel
groBeres Tempo besitzt als das Handgelenk.

Der Mehrwert der Veranschaulichung des Bewegungsablaufs mit Hilfe eines Stroboskopbil-
des ist die hohe Anschaulichkeit fiir Schiiler. Auflierdem erfolgt die Erstellung des Strobo-
skopbildes im Gegensatz zur vorherigen Analyse ohne gréBere Einstellungen in einer Video-
analysesoftware; es wird lediglich ein Video aufgenommen und ohne viel Arbeitsaufwand
qualitativ analysiert. Besonders einfach konnen solche Stroboskopbilder in Echtzeit mit der
Freeware-Software ,,.Live Video Strobe® und einer Webcam erstellt werden, bei der man vor-
her kein Video aufnehmen muss [15].

6. Fazit

Tennis eignet sich sehr gut zur Anwendung im Physikunterricht, wodurch verschiedene The-
menbereiche der Mechanik, wie zum Beispiel Krifte, die Energieerhaltung und —um-
wandlung, der schiefe Wurf, der Magnus-Effekt und Kreisbewegungen behandelt werden
konnen. Die dargestellten Versuche sind weniger zur Einfiihrung, sondern vielmehr zur An-
wendung, zur Vertiefung sowie zur Herstellung eines Praxisbezugs geeignet.

Der Physikunterricht kann hier auch durch einen Ortswechsel belebt werden, da die Versuche
teilweise auBerhalb des Klassenzimmers durchgefiihrt werden miissen. Hier bietet sich spezi-
ell eine fachiibergreifende Zusammenarbeit mit dem Schulfach Sport an, da die erzielten Er-

gebnisse sowohl fiir die Physik als auch fiir den Sport interessant sind.
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Schiefer Wurf mit Luftwiderstand - Teil 11

Von: kostja
Datum: Fr. 11. Februar 2005 14:22:01
Thema: Physik

hallo Leute,

ich mochte diesen Artikel allen Physikinteressierten widmen und wiinsche Euch viel SpaB
beim Lesen.

In dem Artikel Schiefer Wurf mit Luftwiderstand wurde bereits aufgezeigt, welchen
dramatischen Einfluss Reibungskréfte auf einen bewegten Gegenstand haben und dass die
idealisierten Newtonschen Bewegungsgleichungen, die wir aus der 11. Klasse her kennen,
nur eine Annaherung fir hinreichend kleine Geschwindigkeiten sind. Jedoch wurde in diesem
Artikel die nicht zutreffende Annahme gemacht, dass "[...] die Luftwiderstandskraft
proportional zur Geschwindigkeit [...], und nicht propotional zu ihrem Quadrat [...]" ist.

In diesem Artikel mochte ich die Bahnkurve fiir einen schrédg nach oben geworfenen
Gegenstand berechnen, der eine zum Quadrat seiner Geschwindigkeit proportionale
Luftwiderstandskraft, erfahrt.

1. Ein mathematisches Modell

https://matheplanet.com/matheplanet/nuke/htmli/print.php?sid=735 115
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Als allererstes missen wir uns ein mathematisches Modell schaffen,

das die Bewegung des geworfenen Gegenstandes beschreibt. Dazu verwenden
wir einen der zwei machtigen Ansatze der Physik: Den Kraftansatz. o

Das zweite Newtonsche Gesetz (Lex Secunda (Grundgesetz der Mechanik)) lautet:?
Kraft = Masse - Beschleunigung

F=m-a

(1) az L
m

Um daraus auf die Bewegung schliefien zu kdnnen, missen wir diesen Ansatz
mit den Grofen s (t) und v (1) in Verbindung bringen. In Gleichung €12
ist die Beschleunigung a nichis anderes als die Geschwindigkeitsanderung
pro Zeit:
dv
2 = —
(2) prs

und die Geschwindigkeit selbst ist definiert durch die Anderung des

=V

zurickgelegten Wegs pro Zeit:

_ds

_d‘t:s

3
2. Daten des geworfenen Gegenstandes

Der Gegenstand den wir betrachten, soll folgende Eigenschaften haben:

Geometrie Kuge|3

e, Wert: 0.45

Radius:r -

Masse:m 7.275kg

Abwurfuinkel : @ a5
Anfangsgeschwindigkeit: [\_}0] [ %o _ [ ¥, * COSQ \ _ 100 [ E]
\ Yo / | Yo - 8ing | 100[%}

Zum Zeitpunkt to = 0 soll sich der Kdrper im Koordinatenursprung befinden.

Damit haben wir nun alles, was wir brauchen. Fangen wir also an.

3. Der reibungsfreie Wurf

https://matheplanet.com/matheplanet/nuke/htmi/print.php?sid=735 2/15
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Zunachst mochte ich den schragen Wurf ohne Reibung behandeln, damit
wir die Bahnkurven spater vergleichen konnen. Die Bewegung eines schrag
geworfenen Gegenstandes setzt sich aus der Bewegung in horizontaler

und vertikaler Richtung zusammen.

3.1 horizontal:

In horizontaler Richtung erfahrt der geworfene Korper keine Kraft.
Aus Gleichung €1) folgt somit:

a=0
und aus Gleichung €2) bekommen wir:
di(x) _ s
rranle 0 = x = konst.
Die Geschwindigkeit % in horizontaler Richtung bleibt also stets konstant
¥ (t) = Ry
Durch Einsetzen in Gleichung <3} bekommen wir endlich:
b3 t
VL R N J dw = J % dt
dt 0 0 Xo ty 0
=x-x, =x, (T-1))

Da der Kdrper sich zum Zeitpunkt to im Ursprung befindet, ist to =0
und o = 0. Die Bewegung in horizontaler Richtung wird also beschrieben

durch:
)] x (1) =%, t

3.2 vertikal:

In vertikaler Richtung erfahrt der Kirper stets die konstante
Erdanziehungskraft FG, womit sich fir die Beschleunigung folgendes

ergibt:

F

B Mo
T m g

Die Beschleunigung ist negativ, weil die Kraft F|3 auf der y - Achse

nach "unten” wirkt. Wegen Gleichung <23 gilt:
. t
dé_:”:-g:dtg) - -gdt= .HOJ’EJ s to:oj —gdt
2y -y, =-g (t-0)
G=-g-t+9,
Analog zum ohigen Fall setzen wir dies nun in Gleichung (3) ein und bekommen
so die Bewegung in vertikaler Richtung:

t
dy _ = . _ - Y _ .
Gy -eetry >dy=[-g-t+g]dt= 0_[ dy = Of [-2-t+d])at
1 2 =
5 :>g(t)=—§gt +l__|0‘t

https://matheplanet.com/matheplanet/nuke/html/print.php?sid=735 3/156
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3.3 Bahnkurve:

Wir haben nun die Bewegung in % - und in y - Richtung vollstandig beschrieben.
Beide Funktionen sind lUber den Parameter t verknlpft. Man kdnnte jetzt

eine der Gleichungen (vorzugsweise die einfachere Gleichung ¢4)) nach

t auflosen und in Gleichung (5} einsetzen. Da dieser Wleg jedoch nicht

immer so einfach wie in diesem Fall ist und nicht jede Gleichung sich

ohne Probleme nach dem Parameter aufldsen lasst, hevorzuge ich die

parametrisierte Darstellung.

Hot

Der geworfene Gegenstand befindet sich im Punkt P (t) = 1 5 e
5 E g = lﬂ'o t

500+

300+
200+

1004

t + + +
o 500 1000 1500 2000

4. Wurf mit Luftreibung

https://matheplanet.com/matheplanet/nuke/html/print.php?sid=735 4/15
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Beim Wurf mit Luftreibung wird die Bewegung des geworfenen Gegenstandes

durch die Luftwiderstandskraft FLlJ beeinflusst. Diese Kraft ist aus

der Aerodynamik bekannt und wahrscheinlich ist die Gleichung dem Einen

oder Anderen bereits untergekommen:

Fu = % pc,A vl

© ist die Dichte des Mediums, durch das sich der Gegenstand bewegt.

Fir die Bahnkurven mochie ich daflr die Dichte der Luff unter Normalbedingungen

(T =0°C, p=1013hPa) p = 1.293 i%— verwenden. Der c, - Wert stellt

m
den Einfluss der Geometrie dar. Dieser Wert wird in der Regel experimentell
bestimmt und hangt sowohl von der Form als auch von der Oberflachen-

bheschaffenheit ab. Ebenso ist dieser Wert geschwindigkeitsabhangig.
2ur Yereinfachung mochte ich jedoch annehmen, dass sich dieser Wert

wahrend der Bewegung nicht andert. A ist die sog. Stirnflache des Korpers.
Es ist die in Bewegungsrichtung projizierte Flache des Gegenstands.
In unserem Fall, einer Kugel, entspricht sie einem Kreis mit der Fléache

A= r?=0.045m2. Den Ausdruck [% pc, A ] werde ich zukinftig mit
k abkirzen.

Wenn wir nun den schragen Wurf mit Luftwiderstand betrachten, wird es
notwendig sein, die Bewegung in drei Ahschnitte einzuteilen. Die Bewegung

in horizontaler Richtung. Die Bewegung aufwartis wahrend der Aufstiegsphase.

Und ab dem Umkehrpunkt, zum Zeitpunkt tu, die Bewegung abwarts.

EDIT ¢28.11.2007) Wir gehen hier von der Niherung aus, dass sich die DGl in Aufwarts - und
Abwartsrichtung entkoppeln lasst!

4.1 horizontal:>

https://matheplanet.com/matheplanet/nuke/html/print.php?sid=735 5/16
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Bei der Bewegung in horizontaler Richtung erfahri der Gegenstand ausschliefilich
die Luftwiderstandskraft FN’ so dass diese allein die auf den Kdrper
wirkende Gesamtkraft ausmacht. Gleichung {1} kdnnen wir in diesem Fall
also so formulieren:
F=m-a=-kv?
Das Minuszeichen resultiert daraus, dass die Krafl stets entgegengesetzt
zur Bewegungsrichtung wirkt. Mach der Division durch m und einsetzen
der Beziehung a = v kommen wir schlieplich auf die DiFFer‘entialgleichungd‘
kK 2

.
Vs —-——W
m

der wir durch Trennung der Veranderlichen zu Leibe ricken.

Y t

G:d—uz—hvzjd—u:-bdt: icJI\.J: J-—hd‘t
dt m w2 m w2 o m
Y
0
:,-l.,.i:-it:l:ht*.i:;v(t):ﬁ
v Yo m v m Yo LI
m Yy
Da es sich hier um die Bewegung in ® Richtung handelt, schreiben wir:
. 1
wit) = ————
I
m }{0

Die Geschwindigkeit in % - Richtung ist also in 1. Naherung proportional

zu
P
1004

80

604

20+

o
3
a

- St
-
o
N1
o

https://matheplanet.com/matheplanet/nuke/html/print.php?sid=735 6/15
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Um auch noch s (1) zu erhalten, gehen wir mit der erhaltenen Gleichung
in Gleichung {3) rein und kommen auf:

Sope L pae T [ J' _ 6
de ht+.1 £t+.1 0 ht+.1
m fa?N m %o 8 m o
E t o+ _1
m b
ox= L 1n5t+.1 -1n .l =2 n =
k m “ “ k 1
0 0 0
"o
m k -
(6) :>x(t]:—ln[—>< ‘t+1]
k m 0
1400+ //
/f’
1200 S
//
1000+ /
A
,,/
800+ P 4
500+ /
4004 //
2004 //
0 3 10 15 20
t
4.2 aufwiérts:%
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1004+

T\

Wie schon so oft, folgt die Funktion s (t) aus Gleichung (3):

dy g
iiini) .S ) =90 _ g
S Yp T Ve tan[arctan t]

@

Vo
- Yo _ g
dg[ = Ve - tan| arctan e t|-dt

Ve
Yy t
R S CE
Y, = Ve tan| arctan — - —— .1 |dt
o I Vo Voo
L]
Fir diese Stammfunktion habe ich hier im Forum Hilfe erhalten.
v
cos[arctan D s ol -tJ
m Yoo Ve 5
:>g1(t):—-ln - Firt = t
0
cos| arctan —
z
Veo glt, -1 gty
(8) gI(t):—- lncog ———— - lncos — | flirt =t
g Voo Ve u
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4.3 abwiirts:5

Bei der Abwirisbewegung hat der Gegenstand zum Umkehrzeitpunkt tu die

Geschwindigkeit y (1,) = 0 und er hat bereits den Weg

U.‘nz 1 .-.—‘2 goz
UU:UI(IU)zT'ln#=E'ln 1+U“2
cos[ VU] =

zurtickgelegt. Fir die Kraftebilanz missen wir beachten, daf die Gewichtskraft
jetzt in Bewegungsrichtung wirkt, also entgegengesetzt zur Luftwiderstandskraft.

F:m-a:k-uz—mg
Aus obiger Gleichung erhalten wir nun folgende Differentialgleichung
wvom RICATTIschen Tgp?.

Um diese zu ldsen, brauchen wir eine partikulére Lﬁsunga, die wir erhalten
kannen, wenn wir einen besonderen Fall betrachten:

Der Gegenstand wird solange beschleunigt fallen, bis er den stationdren
Zustand erreicht hat und mit konstanter Geschwindigkeit weiter fallen

wird, Dieser Zustand tritt genau dann ein, wenn sich die Gewichiskraft

und die Luftwiderstandskraft gegenseitig kompensieren:

F=m-a=0

k m o n d
:>—u2:g:>u:- —g=—um<0,wmlmv:—gdg<0unddt>0

m k dt
ist.

m
=W = = >0
V K g
v damiadan wail diacar Tietand aret Bk T 0 M oareai cht o madm i ed
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Der Riccatische Ansatz fur unsere DGl lautet also:

vit) :—(VT.—VR); \.a':\-.r'R

mit der noch unbekannten Funktion vg (0 = vy ¢ Vend's
Eingesetzt in die Differentialgleichung bhekommen wir nach etwas Unformarbeit:

. k k ,2_k 2.
VR+EHVKT‘VR—HVE —va = -g

Da aher % V™ g ist, folgt fir obige Gleichung

- k k 2
+ — VY - — =
Vo 2 m Ve Vg m Yo 0

womit wir eine BERNOULLIsche DGl9 erhalten haben, die sich nach Division

durch - v, % und durch die Substitution u = v B auf die Form einer linearen

R R
Differentialgleichung bringen lasst:
AT

m m

Zur Abklrzung schreiben wir an dieser Stelle
k
=2 = Vg
p i e
Die Ldsung u, (t) der homogenen Gleichung
u - p U= 0

erhalt man durch Trennung der Verénderlichen

Yh
duy, duy, t
et T e LR
u h u
0
lnuh—lnu0=p(t-tu)
Y
1n o :p(t—tu)
o
_ pLt-t)
=u, = u,

Da die hier vorliegende DGl eine DGl mit konstanten Koeffizienten ist,
konnen wir uns den Ansatz mit der VYariation der Konstanten Gott sei

Dank sparen und konnen fur die partikulare Losung ein Polynom 0. Grades

ansetzen, weil die Storfunktiion - % ehenfalls ein Polynom 0. Grades
ist.
u =B-t’=B=>0 =0
P [
Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, erhalten wir:
k k. o

=0-pB=-—=2B= — =
P m mp 2 Ve

i
P 2 V&

Damit haben wir als Losung der linearen Differentialgleichung
plt—t,)
plt—t) 1 u, € + 1

u=u, € + =
0 2 Vo 2 Ve

u, ist einfach nur eine andere Integrationskonstante.
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Um auf die Lésung unserer Ausgangsgleichung zu kommen, missen wir nur
noch u zuricksubstitutionieren:

-1 2 Ve
Uswvy ~ DV, =
plt=t)
u € % 1
Damit folgt aus v = - (v - VR):
2 Ve
vit) = - v -
plt—t)
Ui e

Aus der Bedingung v (tu) = 0 konnen wir die unbekannte Integrationskonstante

u, ermitteln:

1
2 Ve
wit )= —vpg+ — =0
u p-0 N
u1€ +
ﬁ—vm(u1+1)+2um:0:3u1+1:2:>u1:1
plt-t))
. 2, € - %
=y (t)=z-|vg- ——m——— |2 v —————— Flirt z t
1 pot—t)) plt—t)) u
1+ e e #:4
t
10 20 30 40

20} \

\

-1004+ LY

-120+
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Mit Hilfe von Gleichung {3) erhalten wir auch hier wieder die Wegsfunktion

Matroids Matheplanet

Yy (12
d (U”:I . _ 2 Ve
ot YT Vet pCt—t,)
e : |
—pt -t )
d (yp,;) 3 gy O .
—_— =gt
dt ¢ Sect-tp
1+ ¢
Pt =t)
d (y,,) m -p € )
at v Pt -t
1+
oy t Pt -t
_ m “P€
= dy;; = Yy - — ————————— [dt
Yy k Pt -t
1+ e
ty
—plt-t))
) - 1+e¢
=Y T Yy T Ve (t—tu)—g-ln z
) N 1 pet-tp
(9) ﬁUII(t)'Uu'VT‘(t'tu)’El”[ge
te tU
4004 ——\“\
\
300+ \
2004 \

100+

-100+

4.4 Bahnkurve:
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Nun haben wir die Bewegung in % - Richtung als auch in y - Richtung wollstandig
beschrieben. Hier kommt nun endlich der Graph, fir den ihr Euch so mihsam
durch diesen Artikel gekampft habt. Ihr habt es Euch verdient ! gk

Der geworfene Gegenstand halt sich zum Zeitpunkt t in dem Punkt

[ =€t) |
P(t) = | :
v ylt) )
f s R gt
n t
‘.l'mz sz
. Fir t = tU
g gty -~ 1) gty
ln cog ——— - lncos —
o Vo
.< { XO - g - T
In| 1+ ———
VT,Z
Umz iy
g _Zg(t—tun fur t 2 tU
glt-1t)) 1+e 7 gt
= = 1n cos —
\, Voo 2 Voo
auf.
5004
4004
3004
2004
1004
a
1004
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Jetzt ware es noch interessant zu wissen, bei welchem ARbwurfwinkel ¢
sich das Maximum der Wurfweite befindet, aber dazu habe ich nicht mehr
den Nerv! ¥ielleicht hat jemand Lust sich die Mihe zu machen, so soll

er es mir bitte bitte mitteilen.

Ich hoffe, Ihr habt es genossen, diesen Artikel - hey, es war mein erster - zu
lesen.

Ich winsche Euch noch eine schone Zeit auf dem Matheplaneten.

mfG Konstantin

PS.:
Ich mochte an dieser Stelle allen danken, die mir in den Foren weitergeholfen haben.
Insbesondere einen recht herzlichen Dank an:

=

Franz Helge

die diesen Artikel noch einmal korrekturgelesen haben.

1 Der zweite ist der Energieerhaltungssatz

2 ¢f. de.wikipedia.org/wiki/Newton-Axiome Aufgerufen am: 08.02.2005 - 16:34

3 Ich habe eine Kugel gewahlt um Effekte wie den Auftrieb, die ich hier nicht behandeln
maochte, zu vermeiden.

4 Mehr zu Differentialgleichungen findet sich auf dem Matheplaneten in der Ganz genau Reihe
Ebenfalls zu empfehlen ist das Buch Heuser, H: Gewdhnliche Differentialgleichungen,

Wiesbaden, 2004*, das eine hervorragende, ausfilhrliche und anhand anschaulicher Beispiele
gut verstandliche Einfihrung in das Gebiet der DGlen bietet.

5 Den horizontalen Fall und den Fall abwérts habe ich bereits hier im Forum schon einmal
angesprochen. Man beachte aber vor allem den Beitrag von von Jonas_Rist am Sa. 12.
Februar 2005 20:04:38. Hier findet sich eine viel einfachere Rechnung flir Abschnitt 4.3.

6 Dieser Fall findet sich ebenfalls im Forum

7 RICCATIsche DGI: siehe hier auf dem Matheplaneten

8 Eine partikuldare Lésung ist eine beliebige Lésung der Differentialgleichung
9 BERNOULLIsche DGI: siehe hier auf dem Matheplaneten

Dieser Artikel kommt von Matroids Matheplanet
https://matheplanet.de

Die Url fir diesen Artikel ist:
https://matheplanet.de/default3.html?article=735
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Hilfsmittel

Kostenloses Videoanalyseprogramm:Viana.NET

Link zum Download: http://www.viananet.de/downloads
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